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Logische Aquivalenz

Definition 2.7 [Logische Aquiva-
lenz]

Zwei Formeln ¢, y € FO(S)
heilRen (logisch) aquivalent,
gdw. fir alle S-Interpretationen J
gilt: J |= @ gdw. J |=y. In
Symbolen: @=y.

Bem.: Logische Aquivalenzen
der AL Ubertragen sich auf FO.
Hinzu treten charakteristische
logische Aquivalenzen im
Zusammenhang mit Quantoren.

Z.B. die Dualitat zwischen ¥ und
3, die besagt dass fir alle ¢ €

FO(S):
Ax@ = VX,
Vx@ = 73IxQ.

Erfiillbarkeitsaquivalenz

Definition 2.10 Erflllbarkeitsa-
quivalenz

Formeln @,¢’ heilRen erfulbark-
eitsaquivalent wenn gilt: @
erflllbar gdw. ¢’ erfiilbar. Analog
wird Erfullbarkeitsaquivalenz fur
Formelmengen definiert.

Signaturen

Eine Signatur S ist eine Menge
von Konstanten-, Funktions- und
Relationssymbolen, mit angege-
benen Stelligkeiten. Spezialfa

“lle: S ohne Funktionssymbole :
relationale Signatur; S ohne
Relationssymbole : funktionale
Signatur.
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S-Strukturen

Definition 1.1 [S-Strukturen]

Fir Signatur S: Eine S-Struktur
A= (AN AL RA..) besteht
aus ihrer Tragermenge A # &
zusammen mit einer Interpret-
ation der Symbole in S, d.h., fir
jedes Konstantensymbol ¢ € S:
ein ausgezeichnetes Element A
€ A. fur jedes n-stellige Funkti-
onssymbol f € S: eine n-stellige
Funktion f* : A" A. fir jedes n-
stellige Relationssymbol R € S:
eine n-stellige Relation R < A",

Definition 1.3 [S-Terme] Die
Menge der S-Terme, T(S) (mit
Variablenmenge V) ist induktiv

erzeugt wie folgt:

» xeT(S) fur jede Variable x € V.
* c € T(S) fur jedes Konstante-
nsymbol c € S.

« ist f € S ein n-stelliges Funkti-
onssymbol, und sind t1, ..., tn
e T (S), soist auch ft1...tn
€T(S).

Tn(S) € T(S): die Mengen der
Terme, in denen nur Variablen-
symbole aus Vn ={x1, ..., xn}
vorkommen.

Speziell steht TO(S) fur die
Menge der Variablen-freien
Terme (= @ wenn S keine
Konstanten hat).
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Allgemeingiiltigkeit

Definition 2.6 [Allgemeingilti-
gkeif]

Eine Formel ¢ € FO(S) heif3t
allgemeingliltig gdw. fur alle S-
Interpretationen J gilt: J |= ¢.

Folgerungsbeziehung

Definition 2.5 [Folgerungsbe-
ziehung]

P=ybzw. ®|=y.

Fir @,y € FO(S):

y ist eine logische Folgerung
von @, oder y folgt aus @, in
Symbolen ¢ |= y, gdw. flr alle
S-Interpretationen J gilt: J |= @ >
J = w.

Entsprechend ist ® |= y fiir
Formelmengen ® definiert (g
folgt aus @).

FO mit und ohne Gleichheit

Definition 2.11 [FO ohne Gleich-
heit]

FO¥(S) € FO(S) ist aufgebaut
wie FO aber ohne Termgleic-
hheiten als atomare Formeln.
Die Semantik von FO Ubertragt
sich auf die Teillogik FO*.

Bemerkung 2.13 Zu jeder
Formelmenge ® < FO(S) erhalt
man durch eine systematische
Ubersetzung in eine explizite
Modellierung der Gleichheitsr-
elation durch eine neues Relati-
onssysmbol ~ eine erfllbarkeit-
saquivalente Formelmenge @~
c FO*(S u {~)).

Termstruktur

Defintion 1.4 Termstrukturen

Die Menge der S-Terme ist
Trager einer SF-Struktur T=T
(S), der Termstruktur (Herbra-
nd-Struktur) zu S, mit der
folgenden natirlichen Interpret-
ation der Konstanten- und

Funktionssymbole in S:

« fir Konstantensymbol ¢ € S:
¢l :=ceT(S).

« fir n-stelliges Funktionssymbol
feS:fLT(S)" > T(S)

(t1,....,tn) - ft1 ...tn.

Wenn S Konstantensymbole hat,
ist auch T0(S) Trager einer
entsprechenden Termstruktur T
0(S) (eine Substruktur von T

(S))-

Pranexe Normalform

Definition 3.1 [prénexe NF] FO-
Formeln in pranexer Normalform
sind von der Form Q1xil
..Qkxik y,wokeN, Qi €{v,
3} und y quantorenfrei. y heif3t
auch quantorenfreier Kern der
Formel, Q1xi1 ... Qk xik ihr
Quantorenprafix.

Man braucht i.d.R. zuséatzliche
Variablensymbole!

Satz 3.4 Jede FO-Formel ist
aquivalent zu einer Formel in
pranexer NF.

Beispiel 3.2 S = {E}, E 2-st.
Relations-Symbol. Die
folgenden Aquivalenzen liefern
auf der rechten Seite pranexe
Formalisierungen:

Jy(Exy A VX(Eyx - x =y)) =
dyVz Exy A (Eyz >z =Yy),
JyVxExy v 73yExy = Jy1Vy2Vy3
Ey2y1 v 7Exy3 .
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Belegungen

Definition 1.5
[Belegungen und Interpretati-

onen]

Eine Funktion 8: V — A heildt
Belegung (fiir die x € V) in der
S-Struktur A = (A,...). Eine S-
Struktur A und Belegung 3
zusammen bilden eine S-Interpr-
etation J = (A, B).

*Fiir t = x (x € V Variable):
t):=B(x).

« Fir t = c (c € S Konstante-
nsymbol):

=

e Firt=ftl ...tn, mit n-stelligem
Funktionssymbol f € S:

)= (1Y, tn?).

Schreibweisen fir Belegungen
und Interpretationen auf Seite 6
FO Skript Gber Kapitel 2

Freie Variablen

Definition 2.2 [freie Variablen]

Induktive Definition der Menge
der freien Variablen, frei(p) €V,
fur ¢ € FO(S):

Formeln ohne freie Variablen
heiRen Satze.

Pradikatenlogik Theorie Cheat Sheet
by tiziano123 via cheatography.com/57454/cs/15227/

Freie Variablen (cont)

Schreibweisen: FOn(S) :={p €
FO(S): frei(p) € Vn}. Fir ¢ € FO
n(S) schreiben wir auch ¢ = @(x
1,...,xn)um die moglicher-
weise freien Variablen explizit

anzudeuten.

frei(tl =t2) := var(t1) u var(t2).
frei(Rt1 ...tn):=var(t1)u...
u var(t n).

frei(mo) := frei(g).

frei(e A w) = frei(e v @) = frei(p)
U frei(y).

frei(Ixe) = frei(Vxe) := frei(¢) \
{x}.

Quantorenrang

Definition 2.3 [Quantorenrang]

Induktive Definition des Quanto-
renrangs, qr(¢) € N, fir @ €
FO(S):

Formeln von Quantorenrang 0
heilRen quantorenfrei.

qr(p) = O fur atomares @.
ar() = ar(e).

ar(@ Aw) =ar(e Vv y) =
max(ar(e), ar(w)).

ar(3Ixe) = ar(vxe) = qr(e) + 1.

Semantik

Definition 2.4 [Semantik]

Fir S-Interpretation J = (A, B)
und ¢ € FO(S): J erfillt @ gdw. ¢
J = 1. Schreibweise: J=o.

Fir Formelmengen ® < AL(V)
entsprechend: J|=® gdw. J |= @
fir alle @ € ®.

Die Relation |= heif3t Modellbez-
iehung.
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Satz 3.10 (Herbrand)

Sei ® € FO0# (S) eine Menge
von universellen, gleichheitsf-
reien Satzen. Dann sind aquiva-
lent:

(i) © erfilllbar.

(i) ® hat ein Herbrand-Modell H
=(To(S), (R"res) =,
dessen Tragermenge und
Funktions- und Konstanteninter-
pretationen mit der Termstruktur
TO(S) tUbereinstimmen (H
erweitert die SF-Struktur T0(S)
lediglich um eine geeignete
Interpretation der Relations-
symbole in S).

Definition 3.8 Eine Formel ist
universell wenn sie aus
atomaren und negiert atomaren
Formeln allein mittels A, v und V-
Quantoren aufgebaut ist.
Lemma 3.12 Sei ® € FO0#* (S)
eine Menge von universell-p-
ranexen Satzen. Dann sind
aquivalent:

(i) ® erfllbar. (i) [[O] "
erflllbar.

Erfilbarkeit

* ® € FOO(S) eine Satzmenge
(ohne freie Variablen) ist. Man
erhalt eine zu einer Formel-
menge erflllbarkeitsaquivalente
Satzmenge, indem man neue
Konstantensymbole fir alle
freien Variablen substituiert

* @ < FOO#* (S) gleichheitsfrei
ist. Eine explizite Modellierung
der Gleichheitsrelation durch
eine zusatzliche Aquivalenzre-
lation (siehe Bemerkung 2.13)
fuhrt zu erflllbarkeitsaquival-
enten Satzmengen ohne Gleich-
heit.

Erfiilbarkeit (cont)

* ® c FOO#* (S) aus universell-
pranexen, gleichheitsfreien
Sétzen besteht. Skolemisierung
liefert eine erfiillbarkeitsaqui-
valente Satzmenge in universell-
pranexer Form.

» S mindestens ein Konstante-
nsymbol enthalt, sodass T0(S) *
@ ist, und wir uns ggf. auf
Herbrand-Modelle von ® <
FOO0# (S) zurlickziehen kdnnen.

@ erflllbar < H |= ® fir eine
Herbrand-Struktur H = T0(S),
(RMRes .

Kompaktheitssatz (FO)

Satz 4.1 (Kompaktheitssatz) Fuir
jede Formelmenge ® < FO sind
aquivalent:

(i) ® erfullbar. (ii) Jede endliche
Teilemenge ®0 < @ ist erflllbar.

Korollar 4.2 Fir jede Formel-
menge ® <€ FO und Formel y
FO sind aquivalent:

(i) @ |= w. (i) Es existiert eine
endliche Teilemenge ®0 € O,
sodass @0 |= y.

Das Korollar folgt aus dem Satz

Uiber den Zusammenhang: ®|=¢
gdw. ® u {~@} unerfiillbar.
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