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A-caleul cu tipuri Deductie naturala
{x:o}rx:0 {o}ro
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{x:ojrly.x:1 >0 =) {ojrr >0 0
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FAX. (Ay.X):0 = (T > 0) ro— (t—>0)

Proofs are Terms! ©

Demonstratiile sunt termeni!

1.1. Care ar fi cea mai apropiata scriere in lambda calcul pentru A,
unde f(x) = x2+ 1 si A =1f(2)?

5

(e +1)(2)

22 +1

Ax. x2+1)(2)

1.2. Care din conceptele de mai jos nu este un model de calculabi-
litate?

masinile Turing
punctele fixe
functiile recursive
lambda calcul

1.3. In lambda calcul fara tipuri

trebuie sa specificam mereu tipul oricarei expresii
sunt eliminate expresiile de forma f(f)

nu specificam domeniul/codomeniul functiilor
putem avea efecte laterale

2.1. Care din lambda termenii de mai jos nu este inchis?
AXyZ.XXy

AXy.XXy

AXx.xxy

AX.XX

2.2. Care sunt variabilele libere din termenul Ax.xxy?
termenul nu are variabile libere

X

y
XSiy
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Quiz-uri (cont)
2.3. Care din urmatoarele afirmatii este adevarata?

un combinator este orice lambda termen

un combinator este un lambda termen fara variabile libere (inchis)
un combinator este un lambda termen cu variabile libere

un combinator este un lambda termen care are si variabile libere,
si variabile legate

3.1. Ce este un B-redex?

un A-termen de forma M[N/x]
un A-termen de forma (Ax.M)N
un A-termen de forma (Ax.M)
un A-termen de forma x

3.2. Ce este o forma normala pentru un A-termen?

un A-redex

cea mai mica -reductie

o a-echivalenta

un A-termen fara redex-uri

3.3. In ce consta strategia normala de evaluare pentru A-termeni?
alegerea redex-ului cel mai din stanga si apoi cel mai din exterior
alegerea redex-ului cel mai din stanga si apoi cel mai din interior
aplicarea unei reduceri in corpul unei abstractizari

nu este definita

4.1. O codare in lambda calcul pentru constanta booleana true este:
Axy.x

Axy.xy

AX.X

nu se poate coda in lambda calcul

4.2. Codarea numerelor naturale in lambda calcul se mai numeste
Si:

masina Turing universala

numerele naturale nu se pot coda in lambda calcul

numeralii Church

redex

4.3. Un lambda termen M este punct fix al unui lambda termen F
daca

F=M

FM=M

MF =M

FM=sF
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Quiz-uri (cont)

5.1. Ce inseamna ca un termen M este typable?

exista un tip o astfel incat M sa aiba tipul o
exista o derivare a lui M

M are o forma normala

M este o abstractizare

5.2. Care din urmatorii termeni este typable?

XX
XXy

X(xy)

niciunul din termenii de mai sus

5.3. Ce este o judecata in calculul A»?

o expresie de forma M:g

o expresie de forma x:0

o expresie de forma N-M:o
o abstractizare

6.1. Ce inseamna type checking?

pentru un termen dat, consta in gasirea unui tip pentru un termen
pentru un termen dat, consta in gasirea unui context pentru un
termen

pentru un context, termen si tip date, consta in verificarea faptului
ca termenul poate avea tipul in contextul dat

pentru un context si un tip date, consta in gasirea unui tip pentru
termen in contextul dat

6.2.Care din problemele de mai jos nu este decidabila pentru lambda
calcul cu tipuri simple?

inhabitation

typability

type checking

toate de mai sus sunt probleme decidabile

6.3. Care din afirmatiile de mai jos este adevarata pentru tipul Void?

are un inhabitant numit void
nu poate exista un astfel de tip
nu are niciun inhabitant

orice termen poate avea tipul Void
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Expresivitatea A-calculului

Desi lambda calculul consta doar in A-termeni, putem reprezenta si
manipula tipuri de date comune.

Booleeni

*T £ Axy.x (dintre cele doua alternative o alege pe prima)
*F 2 Axy.y (dintre cele doua alternative o alege pe a doua)
if = Abtf.t , if b = true
Abtf f, if b = false
altfel spus, if 2 Abtf.b t f
and £ Ab1b2.if b1 b2 (sau Ab1b2.b2 b1 b2 sau Ab1b2.b1 b2 F)
or 2 Ab1b2.if b1 T b2
not £ Ab1.ifb1 FTF
Operatiile lucreaza corect doar daca primesc ca argumente valori
booleene. Folosind lambda calcul fara tipuri, avem garbage in,
garbage out.

Numere naturale

Numeralul Church pentru numarul n € N este notat n(bar).
Numeralul Church n(bar) este A-termenul Afx.f"x, unde " reprezinta
compunerea lui f cu ea insasi de n ori. Avem decin 2 Afx.fx.
Definim Succ £ Anfx.f (n f x)

add 2 Amnfx.m f (n f x)

add’ £ Amn.m Succn

mul £ Amn.m (add n) O(bar)

exp 2 Amn.m (mul n) 1(bar)

isZero £ Anxy.n (Az.y) x
Puncte fixe in lambda-calcul

Daca F si M sunt A-termeni, spunem ca M este un punct fix al lui F
daca F M =g M.
Thm: In lambda calculul f4ra tipuri, orice termen are un punct fix.

Combinatori de punct fix
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Curs 4 (cont)

Curs 1 (cont)

= termeni inchisi care ,construiesc” un punct fix pentru un termen Lambda calcul

arbitrar. lambda calcul = teorie a functiilor ca formule

Exemple: Exemplu: M.x? = x->X2 (e expresie, nu instructiune/declaratie)
Combinatorul de punct fix al lui Curry:Y 2 Ry.(AX.y (x X)) (AX.y (X X)) Variabila x este /ocald/legats in termenul Ax.x2

(YF punct fix al lui F, pt orice teremn F, deoarece YF »B F (Y F) Exemplu: fof= Af(f(x))

Combinatorul de punct fix al lui Turing: © 2 (Axy.y (x x y)) (Axy.y (x x fofof= MAXF((X))

y)) (OF punct fix al lui F, pt orice termen F, deoarece OF »f F (O F) (()\f.)\x.f(f(x)))()\y.yz))(S) =625

Rezolvarea de ecuatii in lambda calcul Functia identitate f = Ax.x are tipul X->X, unde X poate sa fie orice
fact n = if(isZero n) (1) (mul n (fact(pred n)) ) multime

fact = An.if(isZero n) (1) (mul n (fact(pred n)) ) Functia g = M.Ax.f(f(x)) are tipul (X->X)->(X->X)

fact = (Afn.if(isZero n) (1) (mul n (fored n)) ))fact f(f) = (A x)(Ax.x) = Ax.x = f

Notam F = Afn.if(isZero n) (1) (mul n (flpred n)) ) Combinatorul w = Ax.xx care reprezinta functia care aplica x lui x
Ultima ecuat, ie devine fact = F fact, o ecuatie de punct fix. W(AY.y) = (AXX)(Ay.y) = (Ay.y)(Ay.y) = (Ay.y)

Luam deci fact 2 Y F, adica fact & Y (Mn.if(isZero n) (1) (mul n (f(pred w =Axx(x), w(w) =7

n)))) w(f) = f(f), for any f that belongs to its domain. So w(w) = w(w) and

cannot be further evaluated

Curs 1 Lambda calcul fara tipuri:

Ce este o functie in matematica? -- nu specificam tipul niciunei expresii
. I ., . . . ) -- nu specificam domeniul/codomeniul functiilor
extensional ,functii prin grafice”, clasa mai larga de functii, cuprinde P / ’

i functii care nu pot fi definite prin formule -- flexibilitate maxima, dar riscant deoarece putem ajunge in situatii

(domeniu si codomeniu fixate, functia e o multime de perechi -> n care incercam sa aplicam o functie unui argument pe care nu il
7 ! v v

duce intrari in iesiri) poate procesa

functii extensional egale = pentru aceeasi intrare obtin aceeasi Lambda calcul cu tipuri simple
iesire (f(x) = g(x), Vxe X -- specificdm mereu tipul oricarei expersii
intensional ,functii ca formule” (nu e mereu necesar sa stim -- nu putem aplica functii unui argument care are alt tip fata de
domeniul si codomeniul; paradigma utila in informatica->un program denumirea functiei
= o fct de la intrari la iesiri) -- expresii de forma 7{f) sunt eliminate, chiar daca f e funtia identitate

functii intensional egale: definite prin acceasi formula (eventual Lambda calcul cu tipuri polimorfice

prelucrata)
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Curs 1 (cont)

-- o situatie intermediara intre cele doua de mai sus
-- putem specifica ca o expresie are tipul X->X, dar fara a specifica
cine este X

Calculabilitate

informal o functie este calculabila daca exista o metoda ,pen-and--
paper” care permite calcularea lui f{n), pentru orice n

Turing - a definit un calculator ideal numit masina Turing si a postulat
ca o functie este calculabila ddaca poate fi calculata de o astfel de
masina

Godel - a definit clasa functiilor recursive si a postualt ca o functie
este calculabila ddaca este o functie recursiva

Church - a definit un limbaj de programare ideal numit /ambda calcul
Si a postulat ca o functie este calculabila ddaca poate fi scrisa ca un
labda termen

Teza Church-Turing - cele 3 metode sunt echivalente si coincid cu
notiunea intuitiva de calculabilitate

Ce este o demonstratie?

Logica clasica: plecand de la niste presupuneri, este suficient sa
ajungi la o contradictie

Logica constructiva. pentru a arata ca un obiect exista, trebuie sa il
construim explicit

- legatura dintre lambda calcul si logica constructiva este data de
paradigma ,proof-as-programs” (o demonstratie trebuie sa fie o
constructie, un program; lambda calculul este o notatie pentru un
astfel de program)
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Lambda Calcul

*Un model de calculabilitate
*Limbajele de programare functionala sunt extensii ale sale
*Un limbaj formal

*Expresiile din acest limbaj se numesc /lambda termeni
Lambda termeni

Fie V o multime infinita de variabile, notate x, y, z,....
Multimea /ambda termenilor este data de urmatoarea forma BNF:
lambda termen = variabila | aplicare | abstractizare
M, N ::=x | (MN) | (Ax.M)
Definitie alternativa.
Fie V o multime infinita de variabile, notate x, y, z, ....
Fie A un alfabet format din elementele din V si simboluri speciale (; ),
A ..
Fie A muftimea tuturor cuvintelor finite pentru alfabetul A.
Multimea lambda termenilor este cea mai mica submultime /A € A
astfel incat:
[Variabila]V € N\
[Aplicare] daca M, N € A atunci (M N) e A
[Abstractizare] daca x € V si M € A atunci (Ax.M) € A

Conventii

*Se elimina parantezele exterioare.
* Aplicarea este asociativa la stanga (MNP =M NP), fxy z = ((fx)
¥)2)
* Corpul abstractizarii (partea de dupa punct) se extinde la dreapta
cat se poate (Ax.M N= Ax.(M N), nu (Ax.M) N)
» Mai multi A pot fi comprimati (Axyz.M = Ax.Ay.Az. V)
Exemple:
(Mx.(Ay.(Az.((x 2)(y 2))))) = Axyz.x Z (y 2)
((tab)(ca)((ef)(gh))=ab(ca)(ef(gh)
XXX Xx=(((xx)x) x)
Axx Ay.y = (Ax.(x (Ay.y)))
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Curs 2 (cont)

Variabile libere si variabile legate

Ax.N, unde

A_._ = operator de legare (binder)

x (din Ax._) = variabila de legare (binding)

N = domeniul (scope) de legare a lui x
toate aparitiile lui x in N sunt legate.
* 0 aparitie care nu este legata se numeste /ibera
eun termen fara variabile libere se numeste inchis (combinator).
Exemplu: M = (Ax.xy) (Ay.yz)

x este legata

z este libera,

y are o aparitie legata si una libera

multimea variabilelor libere ale lui M este {y, z}.
Variabile libere

Multimea variabilelor libere dintr-un termen M este notata FV(M) si
este definita prin:

FV(x) = {x}

FV(M N) = FV(M) u FV(N),

FV(Ax.M) = FV(M)\{x}
Redenumire de variabile

Daca x, y sunt variabile si M este un termen, M<y/x> este rezultatul
obtinut dupa redenumirea lui x cu y in M.

X<y/x>=y, z<y/x>= z,dacax =z

(M N)<y/x> = (M<y/x>) (N<y/x>),

(AX.M)<y/x> = Ny.(M<y/x>),

(Az.M)<y/x> = A\z.(M<y/x>), daca x |=z

a-echivalenta
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Curs 2 (cont)

a-echivalenta = cea mai mica relatie de congruensa =a pe multimea

lambda termenilor, ai pentru orice termen M si orice variabila y care

nu apare in M, avem Ax.M =a Ay.(M<y/x>)

-- cea mai mica relatie pe lambda termeni care satisface regulile:
&nbsp vezi poza din cardul 2.1

Conventia Barendregt: variabilele legate sunt redenumite pt a fi

distincte.

Substitutii (card 2.2)

MIN/x] este rezultatul obtinut dupa inlocuirea lui x cu N in M.
Cazuri speciale:

1. Tnlocuim doar variabile libere: x (Axy.x)[N/x] = N (Axy.x), nu N
(Axy.N) sau N (ANy.N).

2.Nu vrem sa legam variabile libere neintentionat:M = Ax.y x, N =
Az.x z (x legata in M si lilbera in N). Redenumim variabilele legate
inainte de substitutie!

MIN/y] = (AX"y x)[N/y] = AX".N x'= AX".(Az.x Z) X'

Exemple

(Az.X)[y/x] = Az.y

Ay X)ly/IX] = Ay"y, nu Ay.y,
(Ay.X)[(Az.z w)/x] = A\yz.zw

B-reductii (card 3.1)
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Curs 3 (cont)

Conventie: M=N (2 termeni egali) daca sunt a-echivalenti.
B-reductie = procesul de a evalua lambda termeni prin ,pasarea de
argumente functiilor"
B-redex = un termen de forma (Ax.M) N
redusul unui redex (Ax.M) N este M[N/xX]
Reducem lambda termeni prin gasirea unui subtermen care este
redex si apoi inlocuirea acelui redex cu redusul sau; repetam acest
proces pana nu mai sunt redexuri
forma normala = un lambda termen fara redexuri
Observatii:

sreducerea unui redex poate crea noi redex-uri/sterge alte redex-
uri

» numarul de pasi necesari pana a atinge o fn poate varia, in
functie de ordinea in care sunt reduse redex-urile, iar rezultatul final
nu depinde de alegerea redex-urilor

slungimea unui termen nu trebuie sa scada in procesul de B-redu-
ctie; poate creste sau ramane neschimbat.

B-forma normala
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Curs 3 (cont)

(Ax.x x) (Ax.x x)nu poate fi redus la o B-forma normala (evaluarea nu
se termina)
Exista lambda termeni care desi pot fi redusi la o forma norala, pot
sa nu o atinga niciodata (conteaza strategia de evaluare).
Notam cu M -»B M' faptul ca M poate fi B-redus pana in M'in 0 sau
mai multi pasi (inchiderea reflexiva si tranzitiva a relatiei —[)
Notam cu M =B M’faptul ca M poate fi transformat in M’ in 0 sau
mai multi pasi de B-reductie, transformare in care pasii de reductie
pot fi si intorsi.
=B este inchiderea reflexiva, simetrica si tranzitiva a relatiei -f.
M este slab normalizabil (weakly normalising) daca exista N in forma
normala ai M -» N.
M este puternic normalizabil (strong normalising) daca nu exista
reduceri infinite care incep din M.
puternic normalizabil => slab normalizabil
Exemple:

(AX.y) ((Az.zz ) (Aw.w)) - puternic normalizabil.

(Axy.y) ((Ax.x x) (Ax.x x)) (Az.z) - slab normalizabil, dar nu puternic

normalizabil.

Confluenta B-reductiei. Teorema Church-Rosser
Card 3.2

‘Exemple

(AX.X) M -»B M

(Axy.x) M N -»B M

(Axxx) (Ay.y yy) -»B (Ay.yyy) Ay.yyy) (Av.yyy). ..

Strategii de evaluare
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Curs 3 (cont)

Lambda calculul nu specifica o strategie de evaluare, fiind nedefe-
rminist
Strategia normala = leftmost-outermost (alegem redex-ul cel mai din
stanga si apoi cel mai din exterior)

daca M1 si M2 sunt redex-uri si M1 este un subtermen al lui M2,
atunci M1 nu va fi um redex ales.

printre redex-urile care nu sunt subtermeni ai altor redex-uri (si sunt
incompatibili fata de relatia de subtermen), il alegem pe cel mai din
stanga.
Daca un termen are o forma normala, atunci strategia normala va
converge la ea.
Strategia aplicativa = leftmost-innermost (alegem redex-ul cel mai
din stanga si apoi cel mai din interior)

daca M1 si M2 sunt redex-uri si M1 este un subtermen al lui M2,
atunci M2 nu va fi urmatorul redex ales

printre redex-urile care nu sunt subtermeni ai altor redex-uri (Si sunt
incompatibili fata de relatia de subtermen), il alegem pe cel mai din
stanga.
Strategii in programare functionala
Call-by-Name (CBN) = strategia normala fara a face reduceri in
corpul unei A-abstractizari.
Call-by-Value (CBV) = strategia aplicativa fara a face reduceri in
corpul unei A-abstractizari (folosit in general de limbajele de progr
functionala, exceptie Haskell, e o forma de evaluare lenesa).
O valoare este un A-term pt care nu exista B-reductii date de

strategia de evaluare considerata.
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Tipuri simple
Fie V ={a, B, v, ...} o multime infinita de tjpuri variabila.
Multimea tuturor tipurilor simple T este definita prin:

T=V|T->T
* (Tipul variabild) Daca a € V, atuncia e T.
* (Tipul sageata) Daca g, 7€ T, atunci (0 > 1) € T.
Tipurile sageata reprezinta fipuri pentru functii cum ar fi Nat->Real
(fct de la nr nat la nr reale) sau (Nat ->Int)->(Int->Nat) (fct care au ca
intrare o fct de la nr nat la nr intregi li produce o fct de la intregi la
nat)
Parantezele in tipurile sdgeata sunt asociative la dreapta.
Termeni si tipuri
Mare tipo: M:o
Variabila x :0. Pp ca orice var din M are tip unic (Daca x :0six: T,
atuncio =71)
Aplicare: Daca M :g - 1si N:g, atunciM N : 1.
Abstractizare Daca x :0 si M : 1, atunci Ax. M :0 - 1.
M are tip (este typeable) daca exista un tip o astfel incat M :o.
Metode de a asocia tipuri variabilelelor
Asocierea explicita (Church-typing):

econsta in prescierea unui unic tip pt fiecare variabila, la introd-
ucerea acesteia (tipuri stabilite explicit)
Asocierea implicita (Curry-typing):

» consta in a nu prescrie un tip pt fiecare variabila, ciin a le lasa
,deschise” (teremenii typeable sunt descoperiti printr-un proces de

cautare).

Sistem de deductie pentru Church A (card 5.1)
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Cheatography

Curs 5 (cont) Curs 6 (cont)
Multimea A-termenilor cu pre-tipuri AT este: AT =x /ATAT [Ax: T. Teoria Tipurilor Logica
AT, o tipuri oformule
O afirmatie este o expresie de forma M :g, unde M e ATsige T (M o termeni o demonstratii
=subiect, o =tip). > inhabitation a tipului o demonstratie a lui o
O declaratie este o afirmatie in care subiectul e variabila  :0*). . ) )
y ’ o tip produs o conjunctie
Un context este o lista de declaratii cu subiecti diferiti. . ) .
. ) ’ ’ ’ ) o tip functie o implicatie
O judecata este o expresie de forma I' - M :g, unde I este context si . . o .
o tip suma o disjunctie
M :o este o afirmatie. . .
i o tipul void o false
o tipul unit o true
Logica Intuitionista

Ce probleme putem s rezolvam in teoria tipurilor? ) ) )
o logica constructiva, bazata pe demonstratie

Type Checking o demonstratiile sunt executabile si produc exemple

Se reduce la a verifica ca putem gasi o derivare pentru . N PR
P 9 P Urm formule echiv nu sunt demonstrabile in logica intuitionista:

context - term : type =g O ¢ (dubla negatie)

Well-typedness (Typability): @ v ¢ (excluded middle)
((p 1) 2 @) > p(legea lui Pierce)

Nu exista semantica cu tabele de adevar pentru logica intuitionista!

Se reduce la a verifica daca un termen e legal.
?+term:?
O variatiune a problemei este Type Assignmentin care este dat

Inttial, corespondenta Curry-Howard a fost intre: (Calcul Church A

contextul si trebuie gasit tipul. -) si (Sistemul de deductie naturala al lui Gentzen pentru logica

context + term : ?

intuttionista)

Term Finding (Inhabitation)

Dandu-se un context si un tip, sa se stabileasca daca exista un

termen cu ac tip, in contextul dat

context + ? : type

IToate aceste probleme sunt decidabile pentru calculul Church A—!

Limitari ale lambda-calculului cu tipuri simple

°nu mai avem recursie nelimitata, dar avem recursie primitiva

(looping cu numar cunoscut de iteratii)

«tipurile pot fi prea restrictive (solutii posibile: /et-polymorphism, unde

variabilele libere se redenumesc la fiecare folosire; cuantificatori de

tipuri operatorul de legare I1)

Corespondenta Curry-Howard (card 6.1, 6.2)
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